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 Tato diplomová práce se věnuje problematice řízení stabilizace 
čtyřmotorového létajícího prostředku – quadrotoru. Na platformě NANOKOPTER 
jsou ukázány základní pohybové vlastnosti tohoto specifického létajícího prostředku 
a jeho technický popis. 
V programu MATLAB/Simulink byl vytvořen základní matematický model 
quadrotoru, který se v základních vlastnostech blíží chování reálného quadrotoru. Na 
matematickém modelu je popsán návrh řízení stabilizace pomocí stavového 
regulátoru. 
Navržený stavový regulátor je implementován do platformy NANOKOPTER 
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This master’s thesis deals with the design and optimization of the quadrotor 
stabilization control. The basic physical properties and technical aspects of this 
specific device are illustrated using the NANOKOPTER platform. 
Dedicated mathematical model of quadrotor was implemented in 
MATLAB/Simulink environment to emulate the behavior and characteristics of real 
quadrotor. Based on this model a feasible method of stabilization control by means 
of state controller was conceived and developed.   
The proposed solution utilizing state controller was incorporated into the 
stabilization control procedures of the NANOKOPTER testing platform and its 
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1.  ÚVOD 
Konstrukce létajících prostředků typu quadrotor a jejich variant je velmi 
populární. Je to dáno především technicky nenáročnou konstrukcí bez jakýkoliv 
složitých mechanických částí a jednak širokými možnostmi vlastního návrhu řízení 
stabilizace tohoto létající stroje.  
Pohybové vlastnosti a chování quadrotoru je vhodné si nejdříve ověřit na 
matematickém modelu. Pro popis využijeme prostředí MATLAB/Simulink, ve 
kterém lze snadno namodelovat dynamický systém, a to včetně vizualizace pohybu. 
Součástí matematického modelu bude stavový regulátor, na kterém lze dobře 
demonstrovat možnosti nastavení stability a rychlosti odezvy řízeného dynamického 
systému.  
Pro praktické vyzkoušení návrhu řízení stabilizace využijeme funkční 
platformu NANOKOPTER, jejíž mechanická konstrukce a elektronika bude 
základem pro implementaci vlastního algoritmu stabilizace s využitím stavového 
regulátoru. Bude potřeba se nejdříve důkladně seznámit s řídicí elektronikou, senzory 
a akčními členy platformy NANOKOPTER, a v neposlední řadě jejich zprovoznění.  
Výsledkem by měl být létající quadrotor s dobrou stabilitou. 
 
 
Obrázek 1.1 Leonardo da Vinci 
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První zmínky o létajících strojích pocházejí z Číny. Zřejmě jako první se 
principy a konstrukcí létajícího stroje zabýval Leonardo da Vinci, obrázek 1.1, kolem 
roku 1500 [1]. Počátkem 20. století se díky technické revoluci objevují první stroje 
schopné letu a plně se letectví rozvíjí s příchodem spalovacích a proudových motorů. 
Postupně vznikají různé typy konstrukčních provedení létajících strojů. 
První konstrukce létajících strojů využívající koncepci čtyř motorů 
(quadrotorů) se datují kolem roku 1920. Jedním z průkopníků této konstrukce je 
George De Bothezat, který sestrojil a provedl první let čtyřmotorového stroje, 
obrázek 2.1. Nicméně řízení a stabilizace takového stroje bylo velmi problematické a 
k masovému používání tehdy nedošlo. Až díky moderním technologiím, které 
přinesly dostupné kvalitní senzory, výkonné mikroprocesory, akční členy a zdroje 
energie, se koncepce quadrotoru stala velmi oblíbeným tématem řešení stabilizace a 
pohybu tohoto stroje. Dnes existuje několik komerčních výrobců modelů quadrotoru, 
několik univerzit zabývajících se řízením a spousty amatérských nadšenců, kteří 
zkonstruovali vlastní prototypy quadrotorů.  
 
 
           
Obrázek 2.1 Jedna z prvních konstrukcí quadrotoru 
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Quadrotor je létající stroj, který využívá ke svému letu a manévrování 
proměnný tah čtyř vrtulí. Motory s vrtulemi jsou pevně spojeny s rámem a jejich tah 
je dán pouze otáčkami motorů. Jedna dvojice protilehlých vrtulí se otáčí jedním 
směrem, druhá dvojice směrem opačným. Jestliže se vrtule točí stejně rychle, dojde k 
vyrovnání reakčních momentů jednotlivých vrtulí. Příklad standardního uspořádání 
quadrotoru je na obrázku 2.2.  
 
Obrázek 2.2 Typické konstrukční řešení quadrotoru [14] 
 
Koncepce quadrotoru je jednoduchá a elegantní. Oproti klasické koncepci 
vrtulníku odpadá mechanicky složitá konstrukce rotorové hlavy se stavitelným úhlem 
náběžné hrany a přídavného vyrovnávacího ocasního rotoru působícího proti 
reakčnímu momentu hlavního motoru. Čím jednodušší je mechanická konstrukce 
quadrotoru, tím složitější je řešení stabilizace tohoto stroje. Přímé řízení člověkem, 
který by byl schopen řízení stabilizace quadrotoru, je prakticky nemožné. Quadrotor 
je tedy potřeba vybavit vhodnými senzory a podpůrnou elektronikou, které řízení letu 
obsluze podstatně usnadní.  
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2.3   ZÁKLADNÍ POHYBOVÉ VLASTNOSTI 
Konstrukce quadrotoru umožňuje několik typických pohybů v prostoru. 
Jestliže je stroj v rovnovážné poloze, rovnoměrným zvýšením nebo snížením otáček 
všech čtyř motorů realizujeme pohyb nahoru či dolů ve směru osy z jak je uvedeno 
na obrázku 2.3a). Rovnoměrným snížením nebo zvýšením otáček protilehlých 
motorů, dosáhneme otáčení quadrotoru kolem osy z buď vlevo nebo vpravo, obrázek 
2.3b). Jestliže chceme quadrotor uvést do pohybu zvoleným směrem, snížíme otáčky 
motoru ve směru žádaného pohybu a zvýšením otáček protilehlého motoru. Dojde 
k náklonu quadrotoru v požadovaném směru a uvedení do pohybu, obrázek 2.3c). 
 
           
    a)      b) 
 
c) 
Obrázek 2.3 Základní pohyby quadrotoru 
 
Speciálním pohybem quadrotoru je přemet, který je potřeba provádět 
v dostatečné výšce. Spočívá v razantním protikladném působením tahů protilehlých 
motorů, které quadrotor uvedou do rychlého definovaného obratu a po dokončení 
pohybu je opět ustabilizována rovnovážná poloha.   
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2.4    KONSTRUKCE QUADROTORŮ 
Obvyklá mechanická konstrukce má tvar kříže, která je na konci jednotlivých 
ramen osazena pohonnými jednotkami. K pohonu se používají jak stejnosměrné, tak i 
střídavé motory. U stejnosměrných motorů se obvykle pro zvýšení kroutícího 
momentu používají převodovky. Nevýhodou stejnosměrných motorů je nižší 
účinnost, ve prospěch použití hovoří nízká cena těchto motorů a jednodušší 
výkonová elektronika. Zapojení obvykle obsahuje v koncovém stupni dva MOSFET 
tranzistory nebo se používají specializované integrované obvody. Střídavé motory 
mají větší účinnost a větší kroutící moment. Vrtule lze osadit přímo na hřídele 
střídavých motorů, bez použití převodovky. Nevýhodou je složitější řízení střídavých 
motorů, které vyžaduje použití speciálních regulátorů a vyšší cena jak regulátorů tak 
motorů. Pohonné jednotky quadrotoru jsou osazeny dvěma pravotočivými a dvěma 
levotočivými vrtulemi. 
Základními senzory, které se používají pro stabilizaci quadrotoru, jsou 
akcelerometry a gyroskopy. Akcelerometry umožňují měření jednak statického 
zrychlení, kdy díky působení všudypřítomné gravitační síle lze určit úhel náklonu, a 
jednak dynamického zrychlení, které představuje zrychlení nebo i vibraci v příslušné 
ose. První integrací zrychlení získáme rychlost quadrotoru, druhou integrací pak 
dráhu neboli dosaženou absolutní polohu v patřičné ose pohybu. Bohužel, v praxi se 
na výstupu akcelerometrů vyskytuje nezanedbatelný šum, který se díky dalším 
integracím při výpočtu rychlosti a dráhy přičítá k výsledku. S rostoucím časem se 
chyba zvětšuje.  
Gyroskopy poskytují informaci o úhlových rychlostech kolem os x, y, z. 
Jejich integrací můžeme získat úhly náklonu quadrotoru.  
Z pohledu navigace a orientace v prostoru je možné quadrotor vybavit 
přijímačem GPS a obvodem magnetického kompasu. Přijímač GPS sice neposkytuje  
informaci o poloze s přesností decimetrů či centimetrů, ale důležitá vlastnost je, že 
chyba určení pozice se s časem nezvětšuje. Magnetický kompas je velmi citlivý 
obvod, který se skládá ze tří senzorů slabého magnetického pole. Určení přesného 
azimutu je otázkou kvalitního algoritmu zpracovávaných dat ze senzorů.  
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Pro autonomně se pohybující se quadrotor je nezbytné mít informace o 
případných překážkách. Zde se využívá široké nabídky různých typů senzorů, které 
pracujících na různých principech. Nejčastěji se používají infračervené a 
ultrazvukové snímače vzdálenosti. 
Řídící elektronika většinou obsahuje jeden hlavní mikrokontrolér, který 
obsahuje většinou PI a PID regulační algoritmy stabilizace quadrotoru. Ve většině  
případů se používají 8-bitové mikrokontroléry firem ATMEL [2], Freescale [5] a 
Microchip. 
Nejslabším místem létajících strojů obecně, je zdroj energie. Koncepce a 
uspořádání quadrotoru se zdrojem energie vůbec nešetří. Ve srovnání s jedno-
vrtulovým strojem (vrtulníkem), použití většího počtu vrtulí s menším průměrem, 
snižuje účinnost pohonných jednotek. Vztlak konaný otáčením vrtule klesá výrazně 
směrem ke středu vrtule, kde má menší obvodovou rychlost.  Potřebný vztlak je u 
jedno-vrtulového pohonu s větším průměrem vrtule k dispozici na větší ploše 
obíhajícího listu. 
Pro pohon elektrických motorů se obvykle používají moderní Li-Ion nebo Li-
Pol akumulátory, které jsou lehké, mají velkou kapacitu a umožňují velké vybíjecí 
proudy.  
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3. REALIZOVANÉ PROJEKTY 
Koncepce quadrotoru se stává oblíbeným projektem jednotlivců a univerzit 
po celém světě. V současné době existuje několik funkčních řešení quadrotoru, které 
jsou buď řešena jako otevřený projekt nebo funkční komerční zařízení určené např. 
pro armádu nebo policii. V následující části uvedu několik takových řešení. 
3.1 MIKROKOPTER 
Tento open source projekt je podporován velkou komunitou vývojářů. Projekt 
má výbornou dokumentaci a jsou k dispozici všechny zdrojové kódy [1]. Quadrotor, 
obrázek 3.1, lze koupit jako stavebnici se všemi potřebnými díly. Elektronika 
quadrotoru má miniaturní provedení a je kompletně osazena součástkami SMD. 
Hardwarová konfigurace: 
- mikroprocesor ATMEL ATMega 644P 
- mikroprocesor ATMEL ATMega8, MOSFETy, regulátor AC motorů 9A  
- gyroskopy Analog Device ADXRS610 SMD [3] 
- akcelerometr STMicroelectronics LIS344 [4] 
- senzor atmosférického tlaku Freescale MPX4115A 
- modul GPS uBlox LEA-4H 
- bluetooth modul BTM-222 
- baterie Li-Pol 11,1V 2,1Ah 
 
Obrázek 3.1 Platforma MIKROKOPTER 
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Projekt, který nabízí dva komerční modely quadrotorů s vynikající stabilitou 
[4]. Model md4-200 na obrázku 3.2 je odolný a zároveň velmi lehký díky konstrukci 
na bázi uhlíkatých vláken. Je osazen akcelerometry, gyroskopy, magnetometrem, 
senzorem tlaku, vlhkosti a teploty. Díky přímého pohonu vrtulí bez převodovek 
neprovází let stroje velký hluk. Pro autonomní chování a navigaci je stroj vybaven 
přijímačem GPS s možností záznamu a provedení pozdější analýzy letu v reálném 
čase. Zároveň je dodávána základnová stanice, která zobrazuje všechna důležitá data 
létajícího quadrotoru jako např. stav baterií, nadmořskou výšku, pozici, atd. Systém 
je vybaven bezpečnostními prvky, které např. provedou automatické přistání ještě 
před úplným vybitím baterií. V závislosti na zatížení, teplotě a větru dosahuje až 20 
minut letu. Firma nabízí vzdálenou diagnostiku a aktualizaci firmware.  
Novinkou je možnost automatického letu podle zadaných souřadnic včetně 
automatického startu a přistání. Firma vyvinula specializovaný skript WNSL, který 
je možné vytvořit on-line pomocí aplikace Google Earth. Vybrané body jsou pak 
uloženy na paměťovou kartu quadrotoru, který pak vykoná let podle zadaných 
souřadnic. Možnosti využití quadrotoru jsou v armádě, u policie, u bezpečnostních 
agentur, v oblasti ochrany prostředí, monitoringu počasí a vizuálních aplikacích. 
 
 
Obrázek 3.2 Projekt Microdrones model md4-200 
 
Model md4-1000 představuje vrchol v nabídce. Je osazen čtyřmi výkonnými 
střídavými motory 4 x 250W a maximálním tahu 106N. Užitečná nosnost quadrotoru 
je 1,2kg. Je osazen dvěma letovými kontroléry, vnitřní komunikace mezi řídící 
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jednotkou a motory probíhá po CAN 2.0 sběrnici, diferenciální GPS, možnost letu 
podle zadaných souřadnic, přijímač GSM/GPRS a dálkové ovládání. 
 
3.3 DRAGANFLY 
Firma Draganfly [5] je komerční výrobce zajímavých létajících strojů, které 
mají profesionální design a vlastnosti. Quadrotory zastupují typy řady Draganflyer 
III až V Ti Pro. Draganflyer V Ti Pro na obrázku 3.3 má tuto hardwarovou 
konfiguraci: 
 
- 8-bitový mikroprocesor ATMEL ATMega128 
- gyroskopy Analog Device ADXRS300 
- akcelerometry Analog Device řady ADXL 
- infračervený senzor přistání do dlaně 
- CCD kamera pro pořizování videa 
- modul  WiFi 2,4GHz video vysílač pro přenos videa 
 
 
Obrázek 3.3 Draganflyer V Ti Pro 
  
Novinkou je typ Draganflyer X6, obrázek 3.4. Má tříramennou konstrukci se 
šesti motory. Motory jsou umístěny na koncích ramen vždy po dvojicích s navzájem 
protiběžnými vrtulemi. Konstrukční řešení je také zajímavé tím, že se dá pohodlně 
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složit. Stroj lze osadit termokamerou nebo kamerou s vysokým rozlišením pro on-




Obrázek 3.4 Tříramenný Draganflyer X6 se šesti motory 
 
Dalším ryzím quadrotorem z produkce firmy Draganflyer je čtyřmotorový typ 
Draganflyer X4, který zvyšuje užitné vlastnosti předchozí řady, obrázek 3.5.  
V letošním roce výrobce chystá novinku, osmi-motorový Draganflyer X8.      
 
 
Obrázek 3.5 Draganflyer X4 
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Platforma NANOKOPTER, obrázek 4.1, jak z názvu vyplývá, se vydává 
směrem co největší miniaturizace zařízení. Veškerá řídící elektronika je navržena 
jako SMD, což se odrazilo v miniaturním provedení desek plošných spojů. Jednotlivé 
funkční moduly se jednoduše skládají nad sebe podle požadované konfigurace. 





Obrázek 4.1 Quadrotor NANOKOPTER 
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4.1 MECHANICKÁ KONSTRUKCE 
Základem konstrukčního uspořádání platformy NANOKOPTER je typický 
hlavní kříž, který je uprostřed v místě křížení zpevněn dalším profilem, obrázek 4.2. 
Celá mechanická konstrukce je zhotovena z duralových trubek a duralových plechů, 
viz příloha 2. Ve spodní části uprostřed, je místo pro baterii. Konstrukce dále 
přechází do tvaru připomínající přistávací podvozek či nohy. Na konci každého 
ramene je silentblok, do kterého jsou připevněny pohonné jednotky. Silentbloky mají 








délka ramene 0,185m 
 
185 
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4.2 PALUBNÍ ELEKTRONIKA 
Platforma NANOKOPTER se skládá z několika samostatných modulů. 
K dispozici je hlavní řídicí modul Flight-CTRL, obrázek 4.3, který je osazen 
mikroprocesorem společně s akcelerometry a gyroskopy. Řízení střídavých motorů 
zajišťuje modul Dual BL-CTRL. K dispozici jsou další moduly jako GPS, 
KOMPAS, OSD, které rozšiřují základní schopnosti quadrotoru. 
 
 
Obrázek 4.3 Quadrotor NANOKOPTER - modul Flight-CTRL 
 
4.2.1 Modul Flight-CTRL 
Srdcem tohoto modulu a tím celého quadrotoru je 8-bitový mikrokontrolér 
ATMEL ATMEGA644P [3] pracující na 20MHz. Mikrokontrolér má k dispozici 32 
vstupně/výstupních linek, rozdělených do čtyř 8-bitových bran PA, PB, PC a PD.  
Brána PA je konfigurována jako analogový vstup s A/D převodníkem a jsou 
k ní připojeny výstupy hlavních senzorů quadrotoru. Jednak výstupy jednoosých 
gyroskopů ADXRS610 [4], signály GYRO_PITCH, GYRO_ROLL a GYRO_YAW, 
výstupy tříosého akcelerometru STMicroelectronics LIS344 [5], signály 
ACC_PITCH, ACC_ROLL a ACC_YAW, výstup senzoru atmosférického tlaku 
Freescale MPX4115A [6], signál PRESSURE a  výstupní napětí napájecího 
akumulátoru Li-Pol. 
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Obrázek 4.4 Blokové schéma modulu Flight-CTRL 
 
Brána PB slouží k sériovému programování mikrokontroléru přes rozhraní 
ICP pomocí signálů SCK, MISO a MOSI, dále jsou dva výstupní bity použity pro 
nastavení offsetu senzoru atmosférického tlaku a dva piny ovládají informační diody 
LED zelené a červené barvy. 
Na bránu PC mohou být připojeny další serva, například pro řízení sklonu 
kamery umístěné na quadrotoru, jedním pinem je připojen reproduktor a důležitými 
signály jsou dva piny SDA, SCL rozhraní I²C pro komunikaci mikrokontroléru 
s regulátory střídavých motorů. 
Brána PD je využita především pro komunikaci s okolím. Jednak jsou 
nakonfigurovány signály TXD, RXD sériového rozhraní RS-232 a připojen je také 
výstup kompletního PPM signálu přijímače ovládacího signálu v modelářském 
pásmu 35MHz. 
Modul obsahuje také napájecí obvody včetně systému blokovacích 
kondenzátorů, stabilizátor 5V pro napájení mikrokontroléru a gyroskopů, dále zdroje 
referenčního napětí 3V pro A/D převodník uvnitř mikrokontroléru, gyroskopy, 
akcelerometry a senzor atmosférického tlaku. Blokové schéma modulu Flight_CTRL 
je na obrázku 4.4. 
gyro – x 
 
gyro – y 
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4.2.2 Modul Dual BL-CTRL 
Tento modul regulátorů je určen pro řízení třífázových synchronních motorů. 
Řízení motorů je řešena algoritmem v mikrokontroléru ATMEL ATMEGA8. 
Výstupní průběhy pro jednotlivé fázové vodiče motoru, jsou spínány dvojicí 
výkonových MOS-FET tranzistorů. Řídící mikrokontroléry ATMEGA8 [3] 
komunikují s hlavním řídícím modulem pomocí signálů SDA a SCL sériového 
rozhraní I²C. Modul obsahuje nezbytné blokovací kondenzátory pro snížení rušení, 
stabilizátor napětí a informační diody LED zelené a červené barvy. Každý modul 
obsahuje dva regulátory s maximálním proudovým zatížením 9A. Pro konstrukci 
quadrotoru se čtyřmi motory, je zapotřebí osazení dvou těchto modulů. 
Ověření funkce regulátorů bylo provedeno pomocí digitálního osciloskopu 
METRIX OX7202 C-SD 2x200MHz [6]. Byl změřen průběh na výstupu budících 
MOS-FET tranzistorů v jedné fázi, obrázek 4.6, podle zapojení z obrázku 4.5.   
 
Obrázek 4.5 Měření výstupního průběhu osciloskopem 
 
 
Obrázek 4.6 Změřený průběh na výstupu  MOS-FET tranzistorů 
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4.2.3 Pohonné jednotky a napájení 
Pohonnými jednotkami NANOKOPTERu jsou čtyři třífázové synchronní 
motory LAU 20-1300, na obrázku 4.8a), s jmenovitými otáčkami 1300ot/V [8]. 
Rozsah napájecího napětí 6 - 13V, proudovým odběr do 10A. Hmotnost jednoho 
motoru je 25g. K motorům jsou připevněny dvoulisté vrtule s průměrem 180mm a se 
stoupáním 7mm, obrázek 4.8b). Vrtule jsou výrobkem firmy LAheli [7].   
 
         
           a)              b) 
Obrázek 4.8 Pohonná jednotka LAU 20-1300 a dvoulistá vrtule o Ø 180mm  
 
   K NANOKOPTERu je dodáván tříčlánkový Li-Pol akumulátor 
KOKAM [8] 1800mAh s výstupním napětím 11,1V a maximálním proudovým 
odběrem 54A, obrázek 4.9. Tento akumulátor umožňuje dobu letu  přibližně 5 minut. 
  
 
Obrázek 4.9 Li-Pol akumulátor KOKAM 1800mAh 
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 Pro komunikaci quadrotoru s počítačem, je dodáván sériový převodník pro 
USB s čipem FTDI, na obrázku 4.10. Pomocí tohoto převodníku lze přes rozhraní 
ICP quadrotor také programovat [2].  
 
Obrázek 4.10 Programovací přípravek s FTDI 
 
 Dálkové ovládání využívá standardních modelářských komponent. Jako 
přijímač je použit 5-ti kanálový typ výrobce HiTEC HFS-05MS [9] s jednoduchým 
směšováním v pásmu 35MHz, obrázek 4.11. Vysílač může být libovolný 
s odpovídajícím frekvenčním pásmem a minimálně čtyřmi proporcionálními kanály.  
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4.3 SOFTWARE MIKROKOPTER-TOOL 
Quadrotor NANOKOPTER má široké možnosti nastavení a vizualizace 
systémových parametrů. Pro jejich sledování a konfiguraci je k dispozici softwarový 
nástroj MikroKopter-Tool, obrázek 4.12. Pro jeho funkci je potřebné propojení 
s počítačem pomocí dodávaného sériového převodníku rozhraní ICP mikrokontroléru 
na USB. Po připojení do konektoru USB je operačním systémem detekován jako 
„USB serial port“ s přiřazeným číslem portu, např. COM13. Číslo přiděleného 
sériového portu COM je třeba nastavit po volbě tlačítka „UpGrade jednotky 
Terminál“ v okně terminálu vlevo dole. Jestliže jsme zadali správné číslo portu, 
spustí se vzájemná komunikace, která se zobrazuje v hlavním okně. V tomto okně lze 
provést naprogramování FLASH Bootloaderu do mikrokontroléru ATMEGA644P 
nebo provést případný update hlavního řídícího programu. Zpět do hlavního panelu 
programu MikroKopter-Tool se dostaneme kliknutím na tlačítko „Debug“ . 
 
 
Obrázek 4.12 Prostředí  MikroKopter-Tool 
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Hlavní panel je rozdělen do několika částí. Vlevo dole jsou zobrazovány 
aktuální analogové hodnoty měřených a vypočtených veličin. Pomocí tlačítek 
„START“ a „STOP“ v části „Osciloskop“ lze tyto hodnoty zobrazit v horní části 
panelu v časovém rozvoji. Dále je zde tlačítko „3D“, které otevře okno s vizualizací 
polohy quadrotoru v 3D prostoru. Tlačítkem „OSD“ lze vyvolat režim zobrazení „On 
Screen Display“, který je funkční při osazení modulu OSD, kdy se letové parametry 
klíčují do obrazu získaného za letu z kamery umístěné na quadrotoru. 
Dole uprostřed se nacházejí záložky s možností volby periody aktualizace dat 
z quadrotoru, nastavení jednotlivých zobrazovaných veličin v okně „Osciloskop“ a 
možnost otestování funkčnosti připojených motorů. 
Uprostřed je umístěn displej s ovládacími směrovými tlačítky. Na tomto 
displeji se zobrazuje několik informačních stránek. Úvodní stránka obsahuje 
informace o verzi hardwaru, softwaru a nastavení konfigurace motorů létajícího 
stroje – čtyř-motorový, šesti-motorový, osmi-motorový. První stránka zobrazuje 
informace ze senzoru atmosférického tlaku. Přepočítanou nadmořskou výšku, 
požadovanou výšku, atmosférický tlak a offset. Druhá stránka udává informace o 
aktuálním náklonu v osách x a y přepočítané na stupně. Pokud je zapojen modul 
kompasu, tak úhel natočení vzhledem k severu (azimut). Stránka #5 přináší 
informace z gyroskopů, v jednotlivých osách PITCH, ROLL a YAW zobrazuje 
úhlové rychlosti. Stránka #6 poskytuje hodnoty z tříosého akcelerometru taktéž 
v osách PITCH, ROLL a YAW. Na dalších stránkách jsou informace o napětí 
napájecího akumulátoru, kompasu, dalších servomotorů a o případných chybách 
regulátorů střídavých motorů. 
Hlavní konfigurační parametry quadrotoru nastavíme stiskem tlačítka 
„Nastavení“. Jestliže přidržíme klávesu „Levý-Alt“, získáme rozšířenou možnost 
konfigurace variant uspořádání a počtu motorů.  
V záložce „Kanály“ je třeba správně přiřadit funkce k jednotlivým kanálům 
podle použité vysílačky. K základnímu řízení quadrotoru postačuje čtyřkanálový 
přijímač/vysílač. Hodnoty aktuálních stavů jsou zobrazeny pomocí osmi bargrafů, 
takže je tímto možno ověřit funkci vysílače a přijímače, obrázek 4.13. V další 
záložce „Konfigurace“ se volí rozšířené komponenty a funkce jako je výškové čidlo, 
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kompas, GPS modul, kontrola náklonu a rychlosti rotace quadrotoru. Záložka 
„Kniply“ umožňuje nastavit citlivost chování quadrotoru v závislosti na výchylce 
ovládacích kniplů. Další záložkou „Přemety“ se dají nastavit pomocné parametry 
jako odezva, hystereze a omezení plynu, pro úspěšné vykonání akrobatických prvků 
přemetu a výkrutu. V záložce „Výška“ lze definovat hodnoty pro stabilizaci výšky 
s využitím senzoru atmosférického tlaku a akcelerometru. Jestliže je quadrotor 
osazen kamerou, lze v záložce „Kamera“ zadávat kompenzační hodnoty parametrů 
ovládacího serva. V záložce „Navi-Ctrl“ lze měnit parametry navigačního modulu 
osazeného GPS, jako jsou typy řízení pomocí GPS, úrovně zisku a mezních hodnot, 
minimální počet viditelných satelitů, korekce působení větru, kompenzace rychlosti, 
maximální poloměr, úhel a další. Záložka „Ostatní“ obsahuje možnosti nastavení 
minimální a maximální úrovně tahu motorů, vliv kompasu, ochrany akumulátoru 
s nastavením úrovně signalizující vybití a prodlevu vypnutí motorů při ztrátě signálu 
z vysílače. Dalšími volitelnými parametry jsou hodnoty kompenzace driftu a složek 
PID úhlové stabilizace quadrotoru pomocí gyroskopů a akcelerometru v záložce 
„Gyro“. Mezní náklony a zpětné vazby lze nastavit v záložce „Náklony“. 
 
 
Obrázek 4.13 Přiřazení funkcí jednotlivým kanálům     
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Quadrotor NANOKOPTER je svým řešením ovládání pomocí klasického 
modelářského vysílače/přijímače 35MHz určen pro manuálně řízený let. Nadřazené 
systémy autonomního chování schází. Řídící elektronika zajišťuje dokonalou 
stabilizaci tohoto létajícího stroje, případně pomocí senzoru atmosférického tlaku, 
udržuje letovou hladinu.    
4.4 SESTAVENÍ 
NANOKOPTER je dodáván jako stavebnice. Obsahuje rám quadrotoru, řídící 
elektroniku, sadu vrtulí, motory, akumulátory a programovací přípravek. Na rám 
quadrotoru je potřeba připevnit řídící elektroniku společně se čtyřmi střídavými 
motory a akumulátorem. Řídící elektroniku umístíme do středu quadrotoru a 
připevníme čtyřmi šrouby. Motory osadíme do připravených silentbloků a 
dotáhneme pojistné šrouby. Akumulátor umístíme do prostoru pod řídicí elektroniku 
a napájecí vodiče opatříme vhodnými konektory. K propojení motorů s řídicí 
elektronikou použijeme silnější vodiče, které napájíme přímo na výstupy MOS-FET 
tranzistorů z boku plošného spoje modulů Dual BL-CTRL. Nakonec připevníme 
levotočivé a pravotočivé vrtule tak, aby odpovídaly směru otáčení motorů. 
Dále je potřeba osadit modul přijímače v modelářském pásmu 35MHz. Tento 
přijímač musí mít na výstupu kompletní signál PPM, je tedy nutné přijímač upravit. 
Úprava [12] konkrétně přijímače HiTEC HSF-05MS, použitého u našeho quadrotoru, 
spočívá v naletování vodiče na pin11 mikrokontroléru Microchip PIC16F676, jak je 
ukázáno na obrázku 4.14. Vodič s kompletním signálem PPM pak propojíme 
s konektorem RX řídící elektroniky pomocí třívodičového propojovacího kabelu.   
 
Obrázek 4.14 Úprava přijímače HSF-05MS - kompletní PPM 
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4.5 SPUŠTĚNÍ A KALIBRACE 
Nyní je NANOKOPTER připraven pro první spuštění. Řídící elektronika je 
kompletně otestována a naprogramována poslední verzí softwaru, ale i přesto 
doporučují  nejdříve připojit ke zdroji s proudovým omezením. Stejnosměrné 
napájecí napětí volíme v rozsahu 10 až 18V. V klidovém stavu bez zapnutých 
motorů, má quadrotor odběr asi 160mA. 
Před připojením napájecího napětí doporučuji spustit vysílač dálkového 
ovládání. Vyhneme se tak nepříjemné zvukové signalizaci, kterou řídící elektronika 
upozorňuje, na nepřítomnost ovládacího signálu vysílače. Po připojení napájení, 
proběhne inicializační procedura testování jednotlivých komponent, společně se 
zvukovým signálem a pootočení všech čtyř vrtulí. Jestliže řídící elektronika neshledá 
jakoukoliv závadu nebo překročení mezí, je indikován bezchybný stav zelenou 
diodou, bez jakýkoliv zvukových efektů.  
Před prvním vzlétnutím je potřeba naprogramovat rozložení řídících kanálů 
vysílače, provést kalibraci akcelerometru a gyroskopů a nastavit uspořádání motorů. 
Tyto úkony provedeme pomocí softwarového nástroje MikroKopter-Tools. 
Quadrotor s počítačem propojíme pomocí dodávaného programovacího přípravku. 
Po spuštění programu MikroKopter-Tool provedeme volbu 
„Nastavení+Levý-Alt“. Rozložení řídících kanálů nastavíme v záložce „Kanály“. 
Základní nastavení využívá čtyř kanálů. Tah motorů na kniplu přiřadíme kanálu č.3, 
otáčení quadrotoru kolem svislé osy kanálu č.4, pohyb dopředu a dozadu přiřadíme 
kanálu č.2 a pohyb doleva a doprava kanálu č.1. Nastavené výchylky na kniplech 
jsou ihned vidět na odpovídajících bargrafech vpravo. Nastavení uložíme tlačítkem 
„Zapsat“. 
Záložka „#Mixer-Setup#“ definuje uspořádání motorů, jejich počet a pozici. 
Dostupné jsou konfigurace čtyřmotorového (quadrotor), šestimotorového a 
osmimotorového stroje různých tvarů, obrázek 4.15. V našem případě zvolíme 
uspořádání quad, načtením souboru „quadro.mkm“. Naznačenému směru otáčení 
motorů na obrázku musí odpovídat umístění a orientace osazených vrtulí. 
Konfiguraci uložíme opět pomocí tlačítka „Zapsat“. 
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Obrázek 4.15 Varianty uspořádání motorů létajícího prostředku 
 
Další nezbytnou procedurou je kalibrace akcelerometru a gyroskopů. Ramena 
quadrotoru uvedeme do přesné horizontální polohy, např. pomocí vodní váhy. 
Následně tuto stabilizovanou polohu uložíme do řídící elektroniky pomocí vysílače. 
Pohybem pravého kniplu plynu směrem nahoru a doleva, uložíme parametry pro 
gyroskopy a pohybem kniplu plynu nahoru a doprava, parametry pro akcelerometr. 
Tato nová nastavení jsou potvrzena krátkým zvukovým signálem. 
Neméně důležitým nastavením je pak kalibrace nulové polohy ovládacích 
kniplů vysílače, které provedeme jakmile bude quadrotor ve visu. Quadrotor se bude 
zřejmě při prvním vzletu výrazně pohybovat nějakým směrem. Je to dáno právě 
nenulovou hodnotou ovládání směru letu na vysílači. Tyto hodnoty doladíme 
experimentálně pomocí bočních posuvných kompenzačních potenciometrů vysílače a 
levitující quadrotor zároveň přidržujeme rukou. S quadrotorem by pak mělo být 
možné provedení visu s pomalým pohybem do stran. Quadrotor NANOKOPTER 
nemá žádné senzory pomocí kterých by udržoval určitou vzdálenost od překážek, a 
boční pohyb tedy v plné míře závisí na manuálním řízení a zručnosti pilota.  
4.6 PRVNÍ LET 
Jestliže jsme provedli doporučené kalibrace a nastavení, můžeme přistoupit k 
prvnímu letu. Motory nastartujeme pomocí pravého kniplu vysílače, pohybem dolů a 
doprava. Pohybem páky nahoru a dolů pravého kniplu, ovládáme tah motorů. 
Quadrotor lze uvést do stoupání a případně udržet ve visu. Pohybem pravé páky 
doleva a doprava, ovládáme otáčení quadrotoru kolem svislé osy. Pomocí levé páky 
volíme směr letu. První lety doporučuji provádět na otevřeném prostranství a 
především si uvědomit stoprocentně fungující fyzikální zákony. 
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5. MATEMATICKÝ MODEL 
Matematický model vychází z obecně platných fyzikálních zákonů pro pohyb 
tuhého tělesa v gravitačním poli Země. Pro formulaci vztahů budeme uvažovat 
kartézský pravotočivý systém podle normy ISO. Kladný směr osy x bude orientován 
na sever, kladný směr osy y na východ a kladný směr osy z dolů k zemi (Obr.13). Při 
translačním pohybu budeme říkat, že se těleso pohybuje ve směru osy x, osy y a osy 
z. Při rotačním pohybu bude těleso konat otáčivý pohyb kolem osy x, osy y a osy z. 
V letecké technice se pro rotační pohyb kolem os používají termíny PITCH, 
ROLL a YAW. PITCH je rotační pohyb kolem osy y, který způsobuje náklon letadla 
ve směru jeho pohybu, nahoru a dolů (náklon např. při vzletu nebo přistání). ROLL 
je rotace kolem osy x, která způsobuje příčný náklon při letu doleva nebo doprava 
(např. při zatáčení). YAW je rotace kolem svislé osy z. Úhly, které svírají osy tělesa 
při rotačním pohybu vzhledem k souřadnému systému pojmenujeme Θ pro PITCH, 
Φ pro ROLL a Ψ pro YAW, jak je patrno z obrázku 5.1. 
 
Obrázek 5.1 Vzájemná poloha souřadných systému (bází) 0 a R 
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5.1 POHYBOVÉ ROVNICE TUHÉHO TĚLESA 
Předpoklady pro odvození pohybových rovnic: 
- quadrotor je tuhé těleso, má šest stupňů volnosti a lze ho popsat 
diferenciálními rovnicemi 
-  hmotnost quadrotoru je konstantní (neuvažujeme úbytek paliva) 
-  hlavní osy setrvačnosti jsou totožné se souřadnou soustavou quadrotoru 
-  tíhové zrychlení je konstantní 
-  souřadná soustava Země je inerciální, neuvažujeme Coriolisovy síly 
 
Pohybové rovnice tuhého tělesa [10] získáme z druhého Newtonova 
pohybového zákona, kdy výslednou vnější sílu a výsledný vnější moment působící 
na těleso vyjádříme ve vektorovém tvaru: 
 ( )i
d dh dVF F m V m
dt dt dt
= = ⋅ = = ⋅∑
 
 
   (1) 
kde h m V= ⋅
 
 je hybnost tělesa, m je hmotnost tělesa a V je rychlost jeho 
těžiště. 
( )i dH dM M Idt dt ω= = = ⋅∑

 
   (2) 
kde H
 je moment hybnosti a I je matice momentů setrvačnosti pohybujícího 
se tělesa. 
 
Těleso, konající vlivem vnějších sil a momentů translační a rotační pohyb, a 
jehož počátek souřadné soustavy svázané s tímto tělesem leží v těžišti, přecházejí 
rovnice (1) a (2) do tvaru: 
R
dVF m m V
dt
ω = + × 

 




ω = + × 

 
     (4) 
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 Složky sil translačního pohybu tuhého tělesa (quadrotoru) [11] v souřadné 




XR XR ZR YR YR ZR
YR YR XR ZR ZR XR
ZR ZR YR XR XR YR
F m v v v
F m v v v




= + ⋅ − ⋅
= + ⋅ − ⋅







  (5) 
 





XR X XR YR ZR Z Y
YR Y YR ZR XR X Z
ZR Z ZR XR YR Y X
M J J J
M J J J




= ⋅ + ⋅ ⋅ −
= ⋅ + ⋅ ⋅ −







  (6) 
  
Dále musíme vyjádřit vzájemnou polohu báze R, která je pevně spojena 
s quadrotorem, s bází 0, která představuje pevný inerciální systém. Pro popis 
otáčivého pohybu tuhého tělesa se využívají tzv. Eulerovy úhly, které popisují 
vzájemnou polohu dvou bází. Poloha je určena třemi úhly s posloupností rotace 
YAW(Ψ) → PITCH(Θ) → ROLL(Φ). Vztahy mezi úhlovými rychlostmi a 










= Φ − Ψ Θ
= Θ Φ + Ψ Θ Φ




   (7) 
 
Rovnice rotace [10] vzhledem k inerciálnímu systému 0: 
cos sin









Θ = Φ − Φ
Φ = + Φ Θ + Φ Θ
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Rovnice translace [10] vzhledem k inerciálním systému 0: 
 
0 OR rv R v=       (9) 
kde, ( ) ( ) ( )OR Z Y XR R R R= Ψ Θ Φ  
 





y Z Y X yR
z zR
v v
v R R R v
v v
   
   
= Ψ Θ Φ   
      





cos sin 0 cos 0 sin 1 0 0
sin cos 0 0 1 0 0 cos sin







Ψ − Ψ Θ Θ         
         
= Ψ Ψ Φ − Φ         
         − Θ Θ Φ Φ         
        (11) 
 





(cos cos ) ( sin cos cos sin sin ) (sin sin cos sin cos )
(sin cos ) (cos cos sin sin sin ) ( cos sin sin sin cos )
( sin ) (cos sin ) (cos cos )
x xR yR zR
y xR yR zR
z xR yR zR
v v v v
v v v v
v v v v
 Ψ Θ + − Ψ Φ+ Ψ Θ Φ + Ψ Φ+ Ψ Θ Φ 
 
= Ψ Θ + Ψ Φ+ Ψ Θ Φ + − Ψ Φ+ Ψ Θ Φ 





        (12) 
 





0 0 cos sin
cos cos
gx
g gy R R
gz
F
F F R R mg
F mg mg
−
  − Θ     
       
= = = = Θ Φ       
       Θ Φ      
  
         (13) 
Quadrotor je řízen tahem vrtulí 1 2 3 4, , ,T T T T . Od těchto tahů jsou odvozeny momenty 
vrtulí, pro které platí  
 1 1TMM k T= , 2 2TMM k T= , 3 3TMM k T= , 4 4TMM k T=   (14) 
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Pro vertikální tah a momenty kolem os x, y, z zavedeme nové řídicí veličiny  
 
vertikální tah   1 2 3 4 1T T T T T u= − − − − =   (15) 
moment kolem osy Rx  4 2 2xM rT rT u= − =    (16) 
moment kolem osy Ry  1 3 3yM rT rT u= − =    (17) 
moment kolem osy Rz  1 2 3 4 4( )z TMM k T T T T u= − + − + =  (18) 
5.2 MODEL V PROSTŘEDÍ MATLAB/SIMULINK 
 Na základě předchozích pohybových rovnic lze vytvořit v prostředí 
MATLAB/Simulink [11] základní matematický model pohybu tuhého tělesa [17], 
obrázek 5.2. Z rovnic pro změnu hybnosti translačního pohybu (5) a změny momentu 
hybnosti pro rotační pohyb (6) sestavíme model pohybu v soustavě quadrotoru, 
z rovnic rotace (8) a translace (12) model pohybu vzhledem k inerciální soustavě 0. 
Jde tedy o rovnice pro translační a rotační pohyb v soustavě quadrotoru a Eulerovy 
kinematické rovnice vzájemné polohy dvou souřadných soustav. 
 
 
Obrázek 5.2  Model pohybu tuhého tělesa 
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Pro lepší pochopení problematiky, výpočtu parametrů reálného stroje a 
možnosti provádění experimentů v počítači, byl dále rozpracován model quadrotoru, 
který se v základních vlastnostech blíží reálnému stroji, obrázek 5.3. K modelu 
pohybu tuhého tělesa byly přidány zpětné vazby řízení stavového regulátoru, 
rozložení působení tahu motorů, vliv gravitace, zobrazení grafů důležitých veličin a 
samotné vizualizace pohybu quadrotoru. Nezbytnou součástí modelu je konfigurační 
m-file soubor, který definuje základní fyzikální parametry modelu a především návrh 
řízení stabilizace quadrotoru postaveném na stavovém regulátoru.  
 
 
Obrázek 5.3. Model quadrotoru v prostředí MATLAB/Simulink 
 
5.3 CHOVÁNÍ QUADROTORU 
 Jako počáteční stav uvažujeme rovnovážný stav quadrotoru. V tomto stavu 
quadrotor nekoná žádný translační ani rotační pohyb. Náš návrh řízení stabilizace 
quadrotoru bude rovněž směrovat k zachování rovnovážného stavu, tedy k řízení na 
nulovou odchylku úhlů Θ, Φ, Ψ a úhlových rychlostí , ,x y zω ω ω . 
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Jelikož je quadrotor umístěn v gravitačním poli Země, musíme na quadrotor 
působit opačnou silou rovnající se gravitační síle (blok „Tah proti gravitaci“). K 
vyvolání pohybu quadrotoru dochází pomocí tahů motorů, jež působí na quadrotor 
jako momenty kolem jednotlivých os, , ,x y zM M M . Pro vizuální ověření konaného 
pohybu slouží blok „Virtual reality“, pro který byl vytvořen model quadrotoru 
v jazyce VRML, obrázek 5.4.  
 
 Obrázek 5.4 Vizualizace modelu quadrotoru ve VRML 
 
 Na modelu si lze snadno vizuálně ověřit, jak se projeví působení různých 
vnějších sil. Například, způsobíme-li krátké „štouchnutí“ ve směru momentu kolem 
osy x, dojde k vychýlení quadrotoru doleva nebo doprava (ROLL) a 
díky fungujícímu zákonu gravitace i v našem modelu, k pozvolnému pádu 
quadrotoru. Stejný výsledek dosáhneme v ose y. Jestliže vyvoláme pohyb pomocí 
momentu pouze kolem osy z, dojde k rotaci quadrotoru bez pádu, jelikož nebyl 
porušen rovnovážný stav. 
 Momentům v jednotlivých osách quadrotoru odpovídají tahy motorů. Na 
základě znalostí náklonu quadrotoru a úhlových rychlostí lze narušený rovnovážný 
stav vyregulovat akčními zásahy tahů motorů. 
 Tento základní model pohybu quadrotoru neuvažuje důležité vlivy, jako jsou 
gyroskopické efekty, proudění okolního vzduchu, hystereze, krajní meze tahu 
motorů, atd.  
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6. STABILIZACE QUADROTORU 
Na základě ověření základních zákonů pohybu quadrotoru na matematickém 
modelu, vyvstává otázka, jakým směrem by se měly ubírat naše úvahy při návrhu 
stabilizace reálného quadrotoru. Řešení existuje několik. Řešení využívající 
nejčastěji PI nebo PID regulátory [14], stavové regulátory, LQR regulátory, ale také 
různá proprietární řešení. V této diplomové práci navrhneme řízení stabilizace s 
využitím stavového regulátoru. 
6.1 STAVOVÝ REGULÁTOR 
Stavový regulátor slouží k řízení stavů lineárního systému. Můžeme řídit jen 
ty stavy, které lze pomocí vstupu ovlivňovat. Při návrhu regulátoru musíme ověřit 
dosažitelnost systému. Stavový regulátor se s výhodou používá u systémů s více 
vstupy a výstupy. Budeme uvažovat lineární systém s m vstupy a n výstupy, obrázek 
6.1. 
 
Obrázek 6.1 Obecný lineární systém, převzato z [18 ] 
 
Vztahy mezi stavem systému a jeho vstupy a výstupy určují stavové rovnice. 
První stavovou rovnici tvoří soustava diferenciálních rovnic prvního řádu, která 
určuje vztah mezi derivacemi stavových proměnných a vektory stavu a vstupu. 
Rovnice má tento maticový tvar 
 
( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +ɺ     (19) 
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Druhá stavová rovnice udává vztah mezi vektorem výstupu a vektory stavu a 
vstupu. Rovnice lze zapsat maticově jako 
 
  ( ) ( ) ( )y t Cx t Du t= +     (20) 
 
U lineárního stacionárního systému představují koeficienty matic konstantní reálná 
čísla. Význam jednotlivých matic A, B, C, D: 
 
A  - matice vnitřních vazeb systému (matice zpětných vazeb) 
B  - matice vazeb systému na vstup (vstupní matice) 
C – matice vazeb výstupu na vstup (výstupní matice) 
D – matice přímých vazeb výstupů na vstup (matice převodu) 
 
Ze stavových rovnic vyplývá obecné stavové schéma systému sestavené 
z integrátoru, sumátoru a proporcionálního členu, obrázek 6.2. 
 
 
Obrázek 6.2 Obecné schéma stavového popisu lineárního systému, převzato z [18] 
 
 Zavedením zpětných vazeb od vektoru stavů, jak je uvedeno na obrázku 6.3, 
získáme široké možnosti modifikace charakteristické rovnice. Pomocí zpětných 
vazeb od stavů můžeme libovolně nastavovat jednotlivé koeficienty a tím vhodně 
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volit rozmístění pólů za účelem „vyladění“ stability lineárního systému. Tuto 
vlastnost s výhodou využijeme při odlaďování stabilizace quadrotoru. Ze schématu 
obecného stavového popisu  je odstraněna matice D přímých vazeb výstupů na vstup, 
které v našem případě neexistují. 
 
 
Obrázek 6.3 Schéma stavového regulátoru, převzato [18] 
 
Stavová zpětná vazba bude mít tvar 
   ( ) ( )u t Kx t= −      (21) 
a ze schématu stavového regulátoru získáme tyto stavové rovnice 
   [ ]
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
x t Ax t BKx t Bw t





  (22) 
   ( ) ( )y t Cx t=      (23) 
Stav ( )x t bude konvergovat k nule za jakékoli počáteční podmínky 0( )x t  jenom 
tehdy, pokud budou vlastní čísla matice A BK−  asymptoticky stabilní. 
Nová matice zpětných vazeb 
   
*A A BK= −      (24) 
Metoda rozložení pólů pak spočívá v řešení rovnice 





pI A pI A BK p λ
=
− = − + = −Π  (25) 
kdy se snažíme určit vlastní čísla λ. Volba vlastních čísel λ je kompromis mezi 
rychlostí odezvy a řídicí veličinou. 
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6.2 NÁVRH ŘÍZENÍ S VYUŽITÍM STAVOVÉHO REGULÁTORU 
Reálný quadrotor je nelineární systém. Základní myšlenka řešení tkví v tom, 
že nelineární systém quadrotoru lze linearizovat kolem pracovního bodu 0x , v našem 
případě kolem rovnovážné polohy. V praxi to znamená, že nelineární systém se bude 
v malých odchylkách od rovnovážné polohy chovat jako systém lineární. Celý návrh 
řízení bude tedy platit a případně i fungovat pro malé úhly náklonu a malé úhlové 
rychlosti. Jestliže překročíme tuto mez, řízení stabilizace quadrotoru se zhroutí.  
 
6.2.1 Stavové rovnice pohybu quadrotoru 
Z rovnic pro translační (5) a rotační (6) pohyb tuhého tělesa a z Eulerových 
kinematických rovnic (7) a (8) vyjádříme derivace stavových proměnných 
1. ( )1 sinXR ZR YR YR ZRv v v mg
m
ω ω= − + + − Θɺ  
2.  ( )1 cos sinYR XR ZR ZR XRv v v mg
m
ω ω= − + + Θ Θɺ  
3. ( )1 2 3 41 cos cosZR YR XR XR YRv v v mg T T T T
m
ω ω= − + + Θ Φ − − − −ɺ  
4. ( ) ( )4 21XR YR ZR Z Y
X
J J rT rT
J
ω ω ω= − − + −ɺ  
5. ( ) ( )1 31YR ZR XR X Y
Y
J J rT rT
J
ω ω ω= − − + −ɺ  
6. ( )1 2 3 41ZR TM
Z
k T T T T
J
ω = − + − +ɺ  
7. cos sinYR ZRω ωΘ = Φ − Φɺ  








10. (cos cos ) ( sin cos cos sin sin ) (sin sin cos sin cos )XR YR ZRX v v v= Ψ Θ + − Ψ Φ+ Ψ Θ Φ + Ψ Φ+ Ψ Θ Φɺ  
11. (sin cos ) (cos cos sin sin sin ) ( cos sin sin sin cos )XR YR ZRY v v v= Ψ Θ + Ψ Φ+ Ψ Θ Φ + − Ψ Φ+ Ψ Θ Φɺ  
12. ( sin ) (cos sin ) (cos cos )XR YR ZRZ v v v= − Θ + Θ Φ + Θ Φɺ  
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6.2.2 Linearizace  
Provedeme linearizaci přechozích  stavových rovnic (1-12.) v okolí 
pracovního bodu 0x , který pro nás představuje rovnovážný stav quadrotoru. Získáme 
lineární systém ( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +ɺ , ( ) ( ) ( )y t Cx t Du t= + , pro který navrhneme 
stavový regulátor s využitím funkce „PLACE“ programu MATLAB.  
 
Matice A zpětných vazeb systému:       Matice C vazeb výstupu na vstup: 
  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0






















         
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0






















Matice B vazeb systému na vstup:             Matice D přímých vazeb výstupů na vstup:                                                            
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1
0 0
0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
X X
Y Y
TM TM TM TM
Z Z Z Z





B k k k k
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6.2.3 Stavový regulátor v prostředí MATLAB 
V souboru quadrotor_setting.m jsou zadány parametry reálného quadrotoru 
NANOKOPTER, obrázek 6.4. Na základě předchozích rovnic a odvození jsou 
definovány matice stavových proměnných lineárního modelu. Ověřena je 
pozorovatelnost a řiditelnost tohoto systému. Dále je možné zvolit umístění pólů 
v komplexní rovině. Pro umístění pólů v levé polorovině platí pravidlo, čím více jsou 
póly vzdáleny vlevo od imaginární osy, tím větší bude stabilita řízeného systému. 
Z výsledného grafu lze pozorovat odezvy jednotlivých stavových proměnných 
řízeného systému. Hlavním výsledkem je matice zisků stavového regulátoru, jejíž 
tvar je implementován do algoritmu řídicí elektroniky.  
 
Obrázek 6.4 Skript m-file nastavení parametrů NANOKOPTERu 
ÚSTAV AUTOMATIZACE A MĚŘICÍ TECHNIKY 
Fakulta elektrotechniky a komunikačních technologií 





 V našem případě se vycházelo z myšlenky, použit již funkční platformu 
quadrotoru, ze které by se využily mechanické a elektronické konstrukční prvky. Na 
tomto hardware pak implementovat řídicí algoritmus stabilizace. Pro tento účel byla 
vybrána platforma Nanokopter, která je vybavena všemi důležitými senzory a 
akčními členy. Vyvedeny jsou všechny potřebné vstupní a výstupní signály pro 
programování a komunikaci s mikrokontrolérem. Pro překlad zdrojového kódu 
v jazyku C bylo použito vývojové prostředí IAR Workbench IDE pro 
mikrokontroléry ATMEL AVR, obrázek 7.1.  
 
 
Obrázek 7.1 Vývojové prostředí IAR Workbench IDE 
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Výsledkem překladu zdrojového kódu je soubor ve formátu Intel-Extended 
(*.hex), který se pomocí programátoru Presto firmy ASIX, obrázek 7.2, zapíše do 
vnitřní Flash paměti mikrokontroléru.  K programátoru je dodáván ovládací program 
ASIX UP, obrázek 7.3. 
 
Obrázek 7.2 Programátor Presto firmy ASIX 
 
 
Obrázek 7.3 Ovládací program UP firmy ASIX 
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Všechny senzory quadrotoru jsou umístěny na společné desce plošných spojů, 
která je společně s deskami regulátorů pevně spojena s duralovým rámem. Za 
provozu se po rámu přenášejí vibrace od všech čtyř motorů, které navíc vzájemně 
interferují a projevují se zvýšením úrovně šumu a zkreslením měřených veličin. Tato 
nepříjemná skutečnost se dá zmírnit jednak mechanickým uložením např. do 
silentbloků nebo aplikací číslicových filtrů při předzpracování dat.   
7.1.1  Akcelerometry 
Platforma Nanokopter je osazena jedním tříosým akcelerometrem 
STMicroelectronics LIS344ALH. Máme tedy k dispozici jednak hodnoty statického 
zrychlení, tzn. úhly náklonu jednotlivých os quadrotoru, a jednak hodnoty 
dynamického zrychlení, tedy zrychlení nebo vibrací [16] quadrotoru v osách x, y, z. 
Akcelerometr má analogový výstup. Pracuje v rozsahu zrychlení od -2g do +2g, 
které odpovídá výstupním napěťovým úrovním od 1,5V do 4,5V při externím 
referenčním napětím 3,0V. Analogové výstupy jsou připojeny na 10-bitový A/D 
převodník mikrokontroléru. Rozsah úhlů náklonu (statického zrychlení) 0° až 90° 
odpovídá číselnému rozsahu přibližně 0 – 200, jak je uvedeno v tabulce 7.1. Podílem 
nevětší výchylky úhlu a nejvyšší hodnoty číselného rozsahu získáme maximální 
rozlišení náklonu quadrotoru, tj. 0,45°. 










= = = °
 
 náklon 90° vzad  střední hodnota náklon 90°vp řed 
hex 0x012D 0x01FB 0x02C3 





model + 0 - 
 náklon 90° vlevo  střední hodnota náklon 90° vpravo  
hex 0x0131 0x01FA 0x2C3 





model - 0 + 
 náklon ±90° střední hodnota náklon ±90° 
hex 0x01F4 0x02BD 0x01F4 
 
úhel Ψ 
yaw dec 500 701 500 
Tabulka 7.1 Naměřené hodnoty rozsahů akcelerometrů 
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7.1.2  Gyroskopy 
Quadrotor je osazen třemi jednoosými gyroskopy Analog Devices 
ADXRS610. Gyroskopy jsou umístěny v odpovídajících osách a poskytují informaci 
o úhlové rychlosti. Podle katalogového listu pracují v rozsahu ±300°/s. Stejně jako 
akcelerometr, jsou výstupní analogové úrovně gyroskopů vzorkovány 10-bitovým 
A/D převodníkem mikrokontroléru. Podíl maximální dosažitelné hodnoty úhlové 
rychlosti a maximálního číselného rozsahu A/D převodníku udává maximální 
rozlišení  gyroskopu, které představuje v našem případě 0,58°/s. Rozsahy úhlových 
rychlostí jsou uvedeny v tabulce 7.2. 
Maximální rozlišení gyroskopů quadrotoru Nanokopter  
max
max






= = = °  
  pohyb vlevo klidová poloha pohyb vpravo 
hex 0x036F 0x01FD 0x0093 




ωx model - 0 + 
  pohyb vpřed klidová poloha pohyb vpravo 
hex 0x0340 0x0203 0x009C 




ωy model - 0 + 
  otočení vlevo klidová poloha otočení vpravo 
hex 0x00C0 0x01FC 0x0309 




ωz model + 0 - 
Tabulka 7.2 Naměřené hodnoty rozsahů gyroskopů 
 
7.2 POHONNÉ JEDNOTKY 
Quadrotor je poháněn čtyřmi střídavými motory LAU20-1300 osazené 
vrtulemi o průměru 180mm a se stoupáním 7mm. Pro řízení otáček motorů jsou 
použity regulátory s mikrokontrolérem ATMega8, které s hlavním mikrokontrolérem 
komunikují po sběrnici I2C frekvencí 200kHz [15]. Jednotlivým regulátorům jsou 
přiřazeny pevné adresy uvedené v tabulce 7.3, rozsah otáček je dán jedním bytem, 
tedy 256 možných úrovní. Z regulátoru je ještě k dispozici informace o velikosti 
protékajícího proudu připojeného střídavého motoru.  
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1 0x52 0x53 0 - 255 
2 0x54 0x55 0 - 255 
3 0x56 0x57 0 - 255 
4 0x58 0x59 0 - 255 
Tabulka 7.3 Adresace připojených regulátorů Nanokopteru 
 
7.3 MĚŘENÍ VRTULÍ 
Pro implementaci řídícího algoritmu bylo nezbytné provést jednak měření 
tahu motorů s vrtulí v závislosti na vstupní řídicí hodnotě a jednak měření reakčního 
momentu vrtule v závislosti na vstupním řídicím slově. 
7.3.1 Měření tahu vrtule 
Na základě experimentu, znázorněného na obrázku 7.4, byly změřeny tahy 
vrtule v téměř celém rozsahu otáček motoru. 
 
 
Obrázek 7.4 Měření tahu vrtule 
váha 
Měření tahu vrtulí 
- přesná váha 
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 Z výsledného grafu tahu vrtulí je patrné, že závislost je v celém rozsahu 
přibližně lineární, obrázek 7.5. 
 
Obrázek 7.5 Graf závislosti tahu motoru na řídicím slově 
  
 Pro vyrovnání a překonání gravitační síly působící na quadrotor, má smysl 
uvažovat z celého rozsahu tahu motorů pouze určitou oblast. Aproximaci přímkou a 
určení její směrnice provedeme kolem bodu, ve kterém se tah čtyř vrtulí vyrovná 
působení gravitační síly. Pro jeden motor to bude čtvrtina celkového tahu. 
 
Hmotnost NANOKOPTERU je 0,5kg, k dosažení levitace musí každý motor 
působit proti gravitaci silou 
( ) / _ 0,5 9,81/ 4 1,226
mg quadrotorutah m g pocet vrtulí N− = ⋅ = ⋅ =  
 
Graf závislosti tahu motoru na řídicím slově proložíme přímkou y k x= ⋅ , 
procházející bodem levitace, jak je uvedeno na obrázku 7.5. 
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  Směrnici přímky použijeme v řídicím algoritmu jako přepočet mezi řídicí 
hodnotou tahu motorů a skutečného tahu motorů v jednotkách síly [N]. Tabulka 
naměřených hodnot tahů motoru je uvedena v příloze 1. 
 
7.3.2 Měření reakčního momentu vrtule 
 Jedním ze základních pohybů quadrotoru je otáčení kolem svislé osy z. Pro 
vykonání tohoto pohybu se využívá se reakčního momentu vrtulí, kdy snížením 
otáček např. pravotočivých vrtulí dojde k narušení vyváženého momentu 
pravotočivých a levotočivých vrtulí a quadrotor se začne otáčet kolem svislé osy z. 
Experiment měření reakčního momentu vrtule je na obrázku 7.6. Pohyb ve 
směru tahu vrtule je znemožněn zafixováním polohy. Ramena přípravku mají délku 
0,15m. Síla, která vzniká je úměrná reakčnímu momentu vrtule. 
  
 
Obrázek 7.6 Měření reakčního momentu vrtule 
 
Měření reakčního momentu vrtulí 
- přesná váha 
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 Reakční moment vrtule se projevuje silou, která vzniká při otáčení vrtule ve 
vzduchovém prostředí. V návrhu stavového regulátoru budeme uvažovat poměr mezi 
reakčním momentem a tahem vrtule, označeného TMk . Při měření reakčních 
momentů vrtule quadrotoru, respektive síly, která tento moment vyvolává, byly 
naměřeny velmi malé hodnoty, které byly na hranici rozlišení použitého měřidla. 
Naměřené hodnoty jsou v tabulce 7.3. Jako poměr TMk  budeme v modelu uvažovat 
hodnotu 0,012.  
 
tah vrtule reakční moment vrt. poměr kTm řídicí 
byte [N] [Nm] [Nm/N] 
50 0,6867 0,00981 0,014 
100 1,58922 0,01962 0,012 
Tabulka 7.4 Naměřené hodnoty reakčního momentu vrtulí 
 
7.4 SOFTWARE 
Snahou při tvorbě řídícího software bylo zejména vytvoření jednoduchého a 
rychlého řídícího algoritmu, který by byl schopen vykonávat všechny důležité 
výpočty a funkce nezbytné pro stabilizaci quadrotoru. Díky použitému 8-bitovému 
mikrokontroléru ATMega 644P pracujícím na 20MHz, jsme poněkud omezeni 
výpočetním výkonem a nelze vytvářet rozsáhlé a časově náročné procedury a funkce. 
Musíme mít na paměti, že odezva regulátoru musí být co nejkratší a navíc musí 
v rámci hlavní programové smyčky proběhnout několikrát za sekundu. Časově 
nejnáročnější částí celého řídicího algoritmu je násobení matic zisků s vektory 
senzorů a převod analogových úrovní ze senzorů pomocí A/D převodníku. Časově 
nejúspornější varianta algoritmu, která je schopna zvládat základní stabilizaci 
quadrotoru s využitím šesti zpětných vazeb (úhly a úhlové rychlosti ve třech osách), 
dosahuje frekvence přibližně 200Hz. 
 
7.4.1  Software quadrotoru 
Pro praktické ověření navrženého algoritmu stabilizace řízení bylo potřeba 
nejprve zprovoznit základní funkcionalitu jednotlivých periférií. 
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Nejdříve byla naprogramována komunikace po sériové lince RS-232 s 
komunikační rychlostí 115200b/s, díky které lze vyčíst všechny důležité proměnné 
quadrotoru a jejich hodnoty přehledně zobrazit nebo zpracovat v počítači.  
Analogové výstupy senzorů jsou zpracovávány A/D převodníkem, který 
pracuje v 10-bitovém rozlišení. Získaná 2-bajtová čísla jsou převedeny, zkalibrovány 
a rozsahově upraveny na proměnné typu float, aby byly ve správném formátu 
odpovídající velikosti a fyzikální jednotce. Tyto hodnoty pak přímo vstupují do 
algoritmu řízení stabilizace. 
Dále bylo potřeba naprogramovat komunikaci přes sběrnici I2C, na kterou 
jsou připojeny čtyři regulátory střídavých motorů. Podle katalogového listu byly 
odladěny funkce inicializace sběrnice I2C, spuštění a ukončení přenosu, odeslání a 
příjem bajtu po sběrnici. Řízení střídavých motorů vyžaduje jednu podmínku, a to, 
dodržení časových intervalů zasílání dat do regulátorů těchto motorů. Je třeba 
dodržet periodu min. 100ms. Jakmile nejsou data včas odeslána, regulátory okamžitě 
zastaví buzení motorů.   
A konečně poslední a zároveň nejdůležitější část řízení stabilizace - 
algoritmus stavového regulátoru, kterou je násobení matice zisků s vektorem 
naměřených dat ze senzorů podle předpisu ( ) ( )u t Kx t= − . V základní verzi má 
matice zisků K rozměr 4 řádky x 6 sloupců. Sloupce představují úhlové rychlosti a 
úhly náklonu ve třech osách x, y, z. Řádky představují akční zásahy tahů čtyř motorů.  
 
7.4.2  Software v prostředí MATLAB 
Abychom mohli chování quadrotoru v reálném prostředí zpracovat a 
interpretovat, je k dispozici m-file skript v prostředí MATLAB. Skript má za úkol 
načtení aktuálních dat ze senzorů a motorů přes sériovou linku ve zvoleném časovém 
úseku. Z principu, skript v m-file souboru neposkytuje „real-time“ přístup 
k sériovému portu, proto není možné zpracovávat a zobrazovat data v reálném čase 
(lze s použitím mex-file v jazyce C, nebo dll knihovna WinAPI) . V našem případě 
se tedy data nejdříve načtou do paměti a až poté můžeme s daty pracovat. Vhodnou 
prezentací těchto dat jsou především grafy, které dávají názornou představu o 
pohybových vlastnostech quadrotoru.  
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8. REÁLNÝ QUADROTOR 
V tento moment máme k dispozici funkční prototyp quadrotoru, který 
komunikuje s okolím a obsahuje základní algoritmus stabilizace. Už jeho základní 
nastavení prokazuje vysokou úroveň stabilizace. Nyní si můžeme na reálném 
quadrotoru ověřit jeho chování a dále vylepšovat řízení stabilizace.  
 
8.1 DATA ZE SENZORŮ QUADROTORU V KLIDOVÉ POLOZE  
Na quadrotor stojící v klidu nepůsobí žádné síly, data z akcelerometrů a 
gyroskopů odpovídají klidovému stavu. Projevuje se pouze větší či menší šum těchto 
senzorů. Data z akcelerometrů v klidovém stavu s mírným náklonem vpravo (roll) 
jsou znázorněna na obrázku 8.1. 
 
Obrázek 8.1 Výstupní data akcelerometrů v klidovém stavu quadrotoru 
 
Úhel Θ má téměř nulovou hodnotu, úhel Φ odpovídá přibližně 5° náklonu 
vpravo, úhel Ψ se blíží hodnotě 90°.  Výstupní data gyroskopů, úhlové rychlosti mají 
nulové hodnoty, quadrotor nekoná žádný otáčivý pohyb, viz obrázek 8.2. Akční 
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zásahy motorů jsou téměř nulové, pouze motor č.2 vyrovnává mírný náklon vpravo, 
jak je vidět na obrázku 8.3. 
 
Obrázek 8.2 Výstupní data gyroskopů v klidovém stavu quadrotoru 
 
 
Obrázek 8.3 Akční zásahy motorů v klidovém stavu quadrotoru 
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8.2 DATA ZE SENZORŮ POHYBUJÍCÍHO SE QUADROTORU  
Z obrázku 8.4 je patrné, že quadrotor konal náklon o úhel Θ vpřed a vzad  
(pohyb PITCH). Tento pohyb se promítnul i do úhlu Ψ, kde se zmenšilo statické 
zrychlení (gravitační síla se rozložila do složek). Úhlové rychlosti prozrazují 
dynamiku otáčivého pohybu, který se podle předpokladů projevil u pohybu PITCH. 
Na úhlovou rychlost kolem svislé osy z, vykonaný pohyb vliv neměl, obrázek 8.5. 
 
Obrázek 8.4 Výstupní data akcelerometrů při pohybu quadrotoru 
 
 Na základě náklonu quadrotoru, algoritmus řízení stabilizace reagoval 
odpovídajícím zvýšením a snížením tahu příslušných vrtulí. Na obrázku 8.6 je vidět 
reakce motorů č.1 a č.3. Náklon quadrotoru byl tak velký, že při kompenzaci tohoto 
náklonu došlo k omezení tahů motorů. Zvýšený tah vrtulí na jedné straně je 
kompenzován zvýšením otáček protiběžných vrtulí, aby bylo vyregulováno otáčení 
quadrotoru kolem svislé osy z. 
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Obrázek 8.5 Výstupní data gyroskopů při pohybu quadrotoru 
 
Obrázek 8.6 Zásahy motorů při pohybu quadrotoru 
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 Jak již bylo řečeno v úvodu, smyslem této práce bylo pochopení základních 
pohybových vlastností quadrotoru, na kterém bychom mohli postavit vlastní řešení 
stabilizace. Hlavní pomůckou se stala funkční platforma NANOKOPTER. Bylo 
potřeba provést podrobný technický popis jednotlivých částí, především řídicí 
elektroniky a pohonů.  Originální řídicí software byl vymazán a následovalo 
zprovoznění hlavních funkčních částí, jako jsou senzory, sběrnice, komunikace a 
pohon. 
 Dalším krokem bylo vytvoření matematického modelu pohybu tuhého tělesa 
v prostředí MATLAB/Simulink, který byl dál rozšířen na model reálného quadrotoru 
NANOKOPTER. K tomuto modelu byl přidán návrh řízení stabilizace s využitím 
stavového regulátoru. 
 Návrh řízení pomocí stavového regulátoru byl implementován do řídicího 
algoritmu stabilizace quadrotoru. Před tím bylo nutné provést ještě kalibraci a úpravu 
rozsahů vstupních hodnot senzorů. Získaný algoritmus řízení splňuje požadavky 
stabilizace quadrotoru na výbornou. Quadrotor prakticky nejde přetočit, jeho chování 
je klidné s menšími úhyby do stran. To je dáno tím, že quadrotor nemá informaci o 
své poloze, využívá prozatím informace pouze z akcelerometrů a gyroskopů. 
 Dobrou zprávou je, že navržené řízení stabilizace postavené na 
matematických vztazích, fyzikálních zákonech a teorii řízení, se potvrdilo jako 
funkční na reálném quadrotoru a v reálném prostředí.  
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11. SEZNAM VELIČIN A ZKRATEK 
F

  vektor síly     [N] 
M

  vektor momentu síly    [Nm] 
h

  vektor hybnosti    [kg.m/s] 
V

  vektor rychlosti    [m/s] 
m   hmotnost     [kg] 
r   rameno síly     [m] 
Θ   úhel théta, náklon osy x   [rad] 
Φ   úhel fí, náklon osy y    [rad] 
Ψ   úhel psí, náklon osy z    [rad] 
Xv   rychlost v ose x    [m/s] 
Yv   rychlost v ose y    [m/s] 
Zv   rychlost v ose z    [m/s] 
ω   úhlová rychlost    [rad/s] 
xω   úhlová rychlost kolem osy x   [rad/s] 
yω   úhlová rychlost kolem osy y   [rad/s] 
zω   úhlová rychlost kolem osy z   [rad/s] 
XM   moment síly kolem osy x   [Nm] 
YM   moment síly kolem osy y   [Nm] 
ZM   moment síly kolem osy z   [Nm] 
XJ   moment setrvačnosti kolem osy x  [kg.m²]   
YJ   moment setrvačnosti kolem osy y  [kg.m²] 
ZJ   moment setrvačnosti kolem osy z  [kg.m²] 
gF   gravitační síla     [N] 
TMk   poměr reakčního momentu a tahu vrtule [Nm/N] 
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Tabulka naměřených hodnot tahů střídavého motoru 
 
řídicí tah tah řídicí tah tah řídicí tah tah řídicí tah tah 
byte [g] [N] byte [g] [N] byte [g] [N] byte [g] [N] 
1 4 0,03924 33 48 0,47088 65 96 0,94176 97 158 1,54998 
2 8 0,07848 34 49 0,48069 66 98 0,96138 98 160 1,5696 
3 10 0,0981 35 50 0,4905 67 100 0,981 99 161 1,57941 
4 12 0,11772 36 52 0,51012 68 101 0,99081 100 162 1,58922 
5 14 0,13734 37 53 0,51993 69 103 1,01043 101 164 1,60884 
6 16 0,15696 38 54 0,52974 70 105 1,03005 102 165 1,61865 
7 18 0,17658 39 55 0,53955 71 106 1,03986 103 166 1,62846 
8 20 0,1962 40 57 0,55917 72 110 1,0791 104 166 1,62846 
9 21 0,20601 41 58 0,56898 73 112 1,09872 105 168 1,64808 
10 21 0,20601 42 60 0,5886 74 113 1,10853 106 170 1,6677 
11 22 0,21582 43 62 0,60822 75 115 1,12815 107 172 1,68732 
12 24 0,23544 44 63 0,61803 76 117 1,14777 108 174 1,70694 
13 25 0,24525 45 64 0,62784 77 119 1,16739 109 176 1,72656 
14 26 0,25506 46 65 0,63765 78 121 1,18701 110 177 1,73637 
15 28 0,27468 47 67 0,65727 79 125 1,22625 111 177 1,73637 
16 29 0,28449 48 68 0,66708 80 126 1,23606 112 178 1,74618 
17 30 0,2943 49 69 0,67689 81 127 1,24587 113 179 1,75599 
18 31 0,30411 50 70 0,6867 82 129 1,26549 114 181 1,77561 
19 32 0,31392 51 71 0,69651 83 130 1,2753 115 182 1,78542 
20 33 0,32373 52 72 0,70632 84 132 1,29492 116 183 1,79523 
21 34 0,33354 53 74 0,72594 85 134 1,31454 117 184 1,80504 
22 35 0,34335 54 75 0,73575 86 136 1,33416 118 186 1,82466 
23 36 0,35316 55 76 0,74556 87 138 1,35378 119 188 1,84428 
24 37 0,36297 56 79 0,77499 88 140 1,3734 120 190 1,8639 
25 38 0,37278 57 81 0,79461 89 142 1,39302 121 192 1,88352 
26 39 0,38259 58 84 0,82404 90 144 1,41264 122 194 1,90314 
27 40 0,3924 59 85 0,83385 91 146 1,43226 123 196 1,92276 
28 42 0,41202 60 88 0,86328 92 148 1,45188 124 198 1,94238 
29 43 0,42183 61 89 0,87309 93 150 1,4715 125 200 1,962 
30 44 0,43164 62 90 0,8829 94 152 1,49112       
31 46 0,45126 63 93 0,91233 95 154 1,51074       
32 47 0,46107 64 95 0,93195 96 156 1,53036       
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